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摘  要：半参数模型是在传统参数模型中参数分量估计的基础上，加入了可视为系统误差的非参数分量估计，它比传统的

参数模型和非参数模型具有更好的适用性和说服力。论文研究了补偿最小二乘法则下正则矩阵 R及光滑参数α 的确定原则和

方法，对半参数模型的研究具有理论意义和应用价值。

Abstract: The semiparametric model is based on the estimation of the parametric components in the traditional parametric model, 
and adds the estimation of the non-parametric components which can be regarded as systematic errors, it has better applicability and 

persuasiveness than the traditional parametric and non-parametric models. The paper studies the determination principle and method 

of regular matrix and smooth parameters under the compensating least squares method, which has theoretical significance and 

application value for the study of semiparametric model.
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1 半参数模型概述

在传统测量数据处理理论中，参数模型和非参数模型都

有各自的优点和缺点。在实际测量数据处理中，传统模型不

能完全解决所有误差问题，因此有人提出了半参数模型，这

种模型弥补了非参数模型的缺陷，而且保持了参数模型的优

点，其一般形式为：

L BX S= + + ∆                            （1）

上式中， BX 为参数部分即线性部分，是观测量的主要

影响项， X 是参数向量， S是指系统误差的非参数向量，

而∆则是指随机误差向量。如果 0B = ，那么该模型就变成

了非参数模型，如果 0S = ，那么该模型就是传统的参数模型。

由此可知，半参数模型是一种混合了参数模型和非参数模型

的新模型，它的主要任务是根据观测数据 L去估计未知参数

X 以及参数 S。

2 半参数模型的解算

根据半参数模型的误差方程，其中含有 n+t 个未知参数，

但是方程的个数却有 n 个，那么由传统的最小二乘原理无

法取得方程的唯一解，即参数分量和非参数分量不能完全确

定。鉴于此，有人提出了补偿最小二乘法，该法与传统最小

二乘法的区别是引入了正则矩阵和光滑因子，也有文献称之

为正规化矩阵和平滑参数，补偿最小二乘法的平差准则为：

ˆ̂ minT TV PV S RSα+ =                          （2）

其中，α 是一个事先确定的极小化参数，在整个平差过
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程中对 V 和 S 起平衡作用，也就是前述的光滑参数；而 R

则是一个事先给定的正定矩阵，也就是前述的正则矩阵，

目前的研究普遍认为它是模型中非参数分量的函数，二次型

ˆ̂TS RS则是关于向量 Ŝ的一种度量函数，在确定了两个参数

之后，就可以根据最小二乘原理进行模型求解了。正则矩阵

R和光滑参数α ，它们不仅决定了解的大小，也决定了补偿

最小二乘法中的法方程是否有解。但是目前为止，对它们的

实际意义尚不完全清楚。

目前，在半参数模型补偿最小二乘法平差过程中，如何

确定正则矩阵 R和光滑参数α ，是一个值得进一步研究的

课题。

3 正则矩阵及光滑参数的确定

正则矩阵 R描述了半参数模型中补偿最小二乘法的非参

数分量，由于实际平差过程中，非参数分量是待定量，那么

只能事先确定正规矩阵 R，目前常用的确定方法有自然样条

函数法、距离法、时间序列法、间隔时间法、配置模型确定

法，各方法有各自的适用条件，实际应用中应首先评估前提

条件。

如果观测值是在时刻 1 2, , , nt t t 得到的一个时间序列，

则有理由认为相邻时刻的系统误差 is 与 1is + 的差别不会太大，

可令 ˆTS RS为相邻两观测点模型误差之差的平方和而得到正

则矩阵 R，即：
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或令 ˆTS RS为相邻三观测点模型误差之差的平方和而得

到正则矩阵 R，即：
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这就是时间序列法。

在正则矩阵 R 确定后，光滑参数α 的选择对后续各未

知量参数的确定有很重要的影响。半参数模型中确定光滑参

数α 的方法大多数都是从非参数模型借鉴而来的，主要有

交叉核实法（CV）、广义交叉核实法（GCV）、L 曲线法、

信噪比值法、控制法、效率法、遗传算法等，与正则矩阵R

的确定方法一样，实际应用中应首先评估前提条件。

L 曲线法是根据光滑参数α 的信号范数和噪声范数得来

的，该法首先定义了一条曲线 ( ( ), ( )) ( )L sn vn Lα α α= ，信号

范数和噪声范数分别对应于曲线的横坐标及纵坐标，由于

( ( ), ( ))L sn vnα α 所确定的 L 曲线是一条下凸的，单调递减的

曲线，形似字母 L，故被称为 L 曲线。

L 曲线形象地反映了参数α 的意义，在 ˆ̂ minT TS RS V PVα + =

ˆ̂ minT TS RS V PVα + = 所确定的极小化平差过程中，曲线的右下部分主要受

ˆ̂TS RS影响，而曲线的左上部分主要受 TV PV 影响。L 曲线

所要寻找的α 值就是使得信号范数和噪声范数取得平衡的

α 值，通常选择曲线上的两个特殊拐点，一个是 L 曲线上

距离原点最近的点，此点对应的α 值记为 Dα ，另外一个点

则是 L 曲线上曲率最大的点，对应的α 值记为 Kα 。L 曲线

所要寻找的α 值就是使得信号范数和噪声范数取得平衡的

α 值，即使系统误差和随机误差取得平衡的α 值。在实际

计算中发现，依照上面的方法得到的 Dα ， Kα ，它们都是满

足平衡条件的α 值，相差一般不大，可任取一值作为最合适

的α 值。实际上，取 [ Dα ， Kα ] 之内的α 值都可以满足要求，

也就是说，L 曲线法确定的不是固定的α 值，而是一个α 值

区域，这是 L 曲线法与广义交叉核实法的主要区别。

基于数据挑选的交叉核实法的基本思路来源于回归预测

思想，首先选取α 并剔除一个预测点，用其余的观测点得

到一个拟合曲线，用该曲线对其余的观测值逐个进行预测，

使所有预测值的均方误差为最小。一般都是将 (ti, Li) 作为预

测点（即去掉此点），而利用剩下的 1n − 个点作曲线拟合，

再将预测点 (ti, Li) 代入所得的拟合曲线，从而可以得到该点

的预测值 ˆ ( )i
iL tα

− 。令 ( )21 ˆ( ) ( )i
i iCV L L t

n αα −= − ，使该式最小的

α 值就是最合适的α 值。

另外，交叉核实法需要剔除一个观测值再对其余所有的

观测值进行曲线拟合预测，在实际计算中这需要很大的运算

量，由于需要寻找合适的α 值，则必须得进行无数次这样的

循环运算，这就严重限制了交叉核实法的应用效果，因此实

际计算时一般都选择采用广义交叉核实法，即简化部分参数

以减小计算量。

4 实例分析

以某大坝的变形监测数据分析为例，设 L为变形监测的

位移值，t1、t2、t3、t4、t5 为坝段各层面的温度，h为水位，

θ 为时效因子，首先采用逐步回归来处理监测数据，对 h，

h2，h3，h4，t1，t2，t3，t4，t5，θ 进行逐步回归，最终得到

的回归模型为：

9 4
17.147 1.421 10 3.562 3.717 ln 0.132y h tθ θ−= − − × + − −

3 40.138 1.062t t− +                            （3）

采用半参数模型，观测方程为式（1），其中 [ ]1 2 3 4 5 6
TX x x x x x x=

[ ]1 2 3 4 5 6
TX x x x x x x= 表示温度、水位与位移值之间函数关系

明确的部分，S 表示温度、水位与位移值之间函数关系不明

确的部分， ∆表示随机误差，系数矩阵 B 取温度、水位标



22

测绘与Ӏ探eኃ 3ԃeኃ 4期e2021ࣱ 12月

准化以后的数据[ ]1 2 3 4 5T T T T T H 。

由于温度、水位主要随时间而变化，因此采用时间序列

法确定正则矩阵 R，而光滑参数α 的确定，主要采用前述

的 L 曲线法，辅以 ( )GCV α 法进行比较。

当α =1.23 时， dLα 最小值为 57.467；当α =0.92 时， 

kLα 最大值为 0.100；当 α =2.88 时， ( )GCV α 最小值为 

1.074。取α =1.23，可解得参数分量 [ ]0.1780 0.0510 0.1841 0.4596 0.6443 0.4167 Tx = − − − − 

[ ]0.1780 0.0510 0.1841 0.4596 0.6443 0.4167 Tx = − − − − 。
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图 1 位移值曲线及半参数回归曲线

上图是实际位移曲线和模型解算后回归曲线的综合图，

由图可知，两条曲线重合得很好，这充分说明了半参数模型

解算后的良好回归效果，由于综合考虑了非参数向量的系统

误差和参数向量的随机误差，使得半参数模型在数据处理过

程中，可以很好的提取变形的趋势项与周期项。

5 结语

根据实例分析，可以总结出正则矩阵 R、光滑参数α 的

性质和选取原则：

①正则矩阵 R 主要决定了补偿二乘法中的法方程是否

有解，它的大小对解算结果几乎没有影响。如果观测值是时

间序列的函数或与时间序列相关时，应当采用时间序列法是

确定正则矩阵R，如果观测值是坐标值或与空间因素相关时，

应当采用距离法来确定正则矩阵 R。

②光滑参数α 主要决定了系统误差估计值的质量。实际

计算中发现根据 L 曲线最短距离法和最大曲率法确定的α

值相差不大，而 ( )GCV α 最小法确定的α 值相对来说就比较

大，这主要是由 ( )GCV α 和 L 曲线法的思想不同所决定的。

光滑参数α 的主要作用是：决定补偿最小二乘法中解的大

小；决定系统误差元素间的连续性。

③在一定条件下，可以认为正则矩阵 R 是系统误差测

量学意义下的权阵，而α 则是所求的参数改正值与系统误差

的权比。
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