
180

教育科学发展·第 4 卷·第 3 期·2022 年 3 月

【作者简介】沈冬梅（1988-），女，中国湖北广水人，硕士，讲师，从事最优化理论与控制研究。

求解对称非线性方程组的最速下降 -DY混合共轭梯度法
The Steepest Descent-DY Hybrid Conjugate Gradient Method for Solving Symmetric 

Nonlinear Equations

沈冬梅

Dongmei Shen

南昌工学院 教育学院　中国·江西 南昌 330108

Nanchang Institute of Science and Technology, Nanchang, Jiangxi, 330108, China

摘  要：针对对称非线性方程组的求解问题，论文提出了一种具有下降性质的最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法，并

在较弱的条件下，证明了算法的全局收敛性。最后，通过数值实验证明了该算法的有效性。

Abstract: This paper proposes a hybrid derivative-free conjugate gradient method that is a combination of the steepest method and 
DY method for solving the problem of symmetric nonlinear equations. Under weaker conditions, we prove the global convergence of 

the algorithm. Finally, the numerical experiments prove the effectiveness of the algorithm.
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1 引言
对称非线性方程组的求解已吸引了很多研究人员的兴

趣，并得到广泛研究。文献 [1-2] 分别利用各类修正的共轭梯

度法求解对称非线性方程组，并证明了算法的全局收敛性。

Zhou 和 Shen[3] 提出了两类无修正的 PRP 型无导数共轭梯度

法用于求解对称非线性方程组，并分别得到了算法的全局收

敛性。Sabi’u 等 [4] 提出利用修正的 PRP 共轭梯度法来求解

大规模的非线性对称方程组，并证明其全局收敛性。

论文主要研究如下对称非线性方程组的求解问题：

   ( ) 0F x =  （1）
其中， n nF : R R→ 是连续可微函数，它的 Jacobian 矩阵

( )J x 是对称的，即 ( ) ( )TJ x J x= 。

张丽等 [5] 提出了一种最速下降 -DY 混合共轭梯度法，

并用于求解无约束极小化问题。最速下降 -DY 混合共轭梯

度法显著特点是在 Armijo 线性搜索下产生下降方向，即

( ) 0T
k kf x d∇ < ，其迭代方式如下：

 （2）

其中，ε1 是一个很小的正常数， ( )kf x∇ 为 ( )f x 在 kx 处的

梯度， 1 1( ) ( )k k ky f x f x− −= ∇ −∇ ，
2

1 1

( )kDY
k T

k k

f x
â

d y− −

∇
= 。

受文献 [5] 启发，论文提出求解对称非线性方程组的最

速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法。论文首先构造求解

对称非线性方程组的最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度

法，然后在较弱的条件下证明算法的全局收敛性，最后通过

数值实验对所提算法进行测试。

2 算法
通常我们将式（1）的求解转化为如下无约束极小化问题：

    
21( ) ( )

2
nmin f x F x , x R= ∈  （3）
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然而，由式（3）定义的函数 ( )f x 的梯度 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf x J x F x J x F x∇ = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf x J x F x J x F x∇ = = 计算较复杂，不适合用于求解大规模问题，

Li 和 Fukushima[6] 通过利用式（4）：

   （4）

替代精确梯度 )( kxf∇ ，成功避免了复杂梯度的计算。显

然，当 λ充分小时：

   （5）

论文将利用近似梯度函数 gk 的计算方式建立求解对称

非线性方程组的最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法。

我们将通过以下方式得到最速下降 -DY 混合无导数型共轭

梯度法的搜索方向和步长。

第一，最速下降 -DY混合无导数型共轭梯度法搜索方向：

将式（4）运用到最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯

度法中，用近似梯度 -gk-1、-gk 代替精确梯度 1( )kf x −−∇ 、

( )kf x−∇ ，得到如下搜索方向：

其中，
2

1 1

kDY
k T

k k

g
â

d y− −

= ，
1 1k k ky g g− −= −

。

由式（5）知，当 λ＞ 0 且充分小时， ， 

即 ，

 从而有  （6）

第二，最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法的步长

因子 [3]：

对于搜索方向 中的步长 λ，令

满足下列不等式：

 （7）

其中，0 < p < 1，σ1 > 0 和 σ2 > 0，正数序列 满足 

。

下面建立求解对称非线性方程组的最速下降 -DY 混合
无导数型共轭梯度算法。

算法 1：（最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法）
步骤 1：选取初始点 0

nx R∈ ，参数 0 < p < 1，σ1 > 0 和
σ2 > 0，ε1 > 0，令 k : = 0；

步骤 2：按照下式计算搜索方向 dk：

     （8）

其中， ， ，yk-1= 

gk-gk-1；

步骤 3：由式（7）确定搜索步长 kλ ；

步骤 4：令 ；

步骤 5：令 1k : k= + ，转步骤 2。

3 算法的全局收敛性
为证明算法的全局收敛性，我们给出如下假设条件。

假设 A：

①水平集 有界；

② F(x)=0 为对称非线性方程组；

③在 Ω 的某个邻域 N 内，是连续可微的且其梯度

是 Lipschitz 连续的，即存在常数 L>0 使得， ( ) ( )F x F y L x y , x, y N′ ′− ≤ − ∀ ∈ 
( ) ( )F x F y L x y , x, y N′ ′− ≤ − ∀ ∈ 。

由 假 设 A 知， 对 x N∀ ∈ 有， 存 在 ， 使 得

， 。

由 假 设 A 知， 对 x, y N∀ ∈ 有， 存 在 1 2 0L L >， ， 使 得

， 。

引理 1[7]：设序列｛xk｝由最速下降 -DY 混合无导数型

共轭梯度法产生，则 0≥∀k ，函数值序列 { }kF 收敛且序

列 。

引理 2[7]：设序列｛xk｝由最速下降 -DY 混合无导数型
共轭梯度法产生，则

引理 2 表明： 和 有界。下面的引理表明

搜索方向 dk 有界。

引理 3：设｛xk｝由最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯

度法产生，若存在常量 ，使得对 ，有

，则存在一个常数 0M > 使得 kd M≤ ， 0k∀ ≥ 。

证明：由 gk 的定义易有  

，

由 dk 的定义易有，当 k K , k∈ → ∞ 时，

由引理的假设条件知，对 j>0，有 ，因而易得：

下面的定理表明最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度

法具有全局收敛性。

定理 4：若假设 A 成立，由最速下降 -DY 混合无导数

型共轭梯度法产生，则有：

  liminf ( ) 0kk
f x

→∞
∇ =  （9）

证明：如果 K 是有限集合，则由最速下降法的收敛性质，
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易得结论成立。现设 K 是无限集合，运用反证法证明原结

论成立。假设（9）式不成立，则存在一个正常数τ 使得：

  τ≥∇ )( kxf ， 0≥∀k  （10）

由 ( ) ( ) ( )T
k k kf x F x F x′∇ = 和式（10）知，存在常数 ，

使得 。

第一，若 lim sup 0kk K ,k
ë

∈ →∞
> ，由引理 2，我们易得：

   （11）

由（11）式和引理 1 得 lim ( ) 0kk K ,k
F x

∈ →∞
= ，这与 1)( τ≥kxF  

矛盾。

第二，若 ，由 0≥kλ 知，则存在无限

集合 KK ⊂ ，使得：

     （12）

由（12）式和算法 1 知
ρ
λ

λ k
k =′ 不满足（7）式，即：

           

这意味着：

 （13）

另一方面，由中值定理，存在一个常数 )1,0(∈kt ，使得：

 （14）
由式（13）和式（14）有：

由 kd 、 kF 有界及式（6）知，对充分大的 Kk ∈ ，有：

这与 lim 0kk K ,k
ë

∈ →∞
= 矛盾，故假设不成立，即证。

论文用 Matlab 实现最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯

度法的编程。数值实验表明，该算法具有占用内存少、消耗

时间短的优势，同时也反映出最速下降 -DY 混合无导数型

共轭梯度法数值表现与近似 PRP 算法 1[7] 很类似，是求解大

规模对称非线性方程组的有效算法。

算例 1： ( ) ( )F x Ax f x= + ，其中 1( ) ( 1 1)nxx Tf x e , ,e= − − ，

矩阵 A 由文献 [7] 给出。

算例 2： 1 2

2 2
1 1( ) ( ) 1F x x x x= + − ， 1 1

2 2 2( ) ( 2 ) 1 2 3 1
i i ii iF x x x x x ,i , , ,n
− +

= + + − = −

1 1

2 2 2( ) ( 2 ) 1 2 3 1
i i ii iF x x x x x ,i , , ,n
− +

= + + − = − ，
2 2

1( ) ( )
nn n nF x x x x−= + 。

有关参数选取及初始值如下： ， ，

， ； ，初始值 0 (0 1 0 1 0 1)x . , . , .=  ，算

法终止条件为 3( ) 10kF x −≤ 。Dim：测试问题的维数，Iter：

算法迭代次数，Time：迭代所需时间， kF ： ( )kF x 的最终

值，算法的数值结果见表 1。

表 1 算法的数值结果

最速下降 -DY 混合无导数

型共轭梯度法
近似 PRP 算法 1

算例 Dim Iter Time kF Iter Time kF

算例 1

10 37 0.0350 9.0636e-04 27 0.0379 9.9566e-04
50 47 0.0708  9.7129e-04 26 0.0404 8.5321e-04

100 50 0.0944 9.7589e-04 28 0.0622 5.2109e-04
500 48 0.7836 9.8409e-04 36 0.8107 8.9261e-04

1000 51 3.2648 8.8978e-04 31 1.8118 7.9903e-04
2000 53 9.7286 9.3731e-04 33 6.4984 7.9339e-04

算例 2

50 114 0.0164 9.9710e-04 45 0.0147 9.5281e-04
100 117 0.0168 9.9692e-04 43 0.0141 8.9002e-04
500 118 0.0266 9.8169e-04 43 0.0155 8.5609e-04

1000 118 0.0294 9.8173e-04 46 0.0199 8.8368e-04
2000 118 0.0393 9.8187e-04 52 0.0255 9.1798e-04
5000 119 0.0972 9.3286e-04 54 0.0845 8.9205e-04

4 结语
论文通过利用近似梯度代替精确梯度，构造了求解对称

非线性方程组的最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法，

并在较弱的条件下证明了算法的全局收敛性。理论分析和数

值试验均表明，最速下降 -DY 混合无导数型共轭梯度法对

求解对称非线性方程组是有效的。
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