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1 引言
粗糙集 [1] 是一种处理不确定性度量的有效数学工具，

并应用于机器学习与人脸识别 [2] 等领域，对此很多学者对

其进行研究，并取得大量成果 [3-4]。例如，文献 [3] 在概率粗

糙集模型中提出基于期望粒度的三种单调不确定性度量，为

属性约简奠定良好的基础；文献 [4] 利用双量化思想研究了

基于精度和重要度的属性约简。

经典粗糙集是建立在等价关系与等价类的基础上，要求

过于严格，在处理连续型数据方面具有局限性。而邻域粗糙

集是粗糙集的一种推广，能够处理连续型数据，应用更为广

泛，特别是邻域粗糙集的属性约简研究，取得了大量成果。

例如，文献 [5] 用邻域知识粒度构造出一种邻域型信息系统

的增量式属性约简算法；文献 [6] 基于邻域粗糙集，扩张构

建邻域互补信息度量并研究其启发式属性约简；文献 [7] 提

出一种邻域组合度量的启发式属性约简算法，是为了对混合

型信息系统达到更好的属性约简性能；文献 [8] 引入邻域类

的正确分类率，定义属性质量度，提出一种基于正域的增

量和平均正确分类率的增率相结合的属性度量方法；文献 [9]

利用已有的信息度量，从层次视角研究基于决策表中观中层

的特定类属性约简；文献 [10] 采用粒计算技术及相关的三层

粒结构，构建具有粒化单调性的条件邻域熵，进而研究其相

关属性约简。

在邻域粗糙集模型中，对噪声的容忍性相对较差，对一

些实际应用具有一定的局限性。因此，文献 [11] 通过引入两

个参数，构造出邻域概率粗糙集模型，并逐步提出邻域概率

精度、粗糙度和近似精度三种具有单调性的度量，但没有进

行属性约简相关研究，论文主要在此的基础上，利用具有粒

化单调性的邻域概率近似精度在宏观高层建立属性约简算
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法。具体内容安排如下：第 1 节复习邻域概率粗糙集的基本

概念；第 2 节，首先利用邻域概率近似精度在宏观高层给出

属性约简和属性重要度的定义，其次利用属性重要度提出在

宏观高层的属性约简的启发式算法，最后利用实例对属性约

简算法进行验证。

2 预备知识

本小节复习邻域概率粗糙集的基本知识，包括邻域信息

系统、邻域关系、邻域概率上下近似、邻域概率近似精度 

等 [12]。

定义 1： ( ), , , ,IS U C V f δ= 称为邻域信息系统。其中，
U 为非空有限论域；C 为非空属性集；V 为所有属性的值

域，即 cc C
V V

∈
=
 （ [ ]0,1cV ∈ 表示属性 c 所有取值的集合）；

[0,1]δ ∈ 为邻域参数。特别地， ( ), , , ,DS U C D V f δ=  表

示邻域决策系统；其中，C 与 D 分别为条件属性集与决策

属性集， { }1 2/ , mU D X X X= ，， 为 D 确定的决策等价分类．

论文主要涉及邻域决策系统 DS，针对 DS 与 IS，下

设 ,A B C⊆ 。

定义 2：在 IS 中，设 ,x y U∈ ，C = { }1 2, , , na a a ，则
C 的距离函数为：

( ) ( ) ( )
1

1
, , ,

n pp
C i i

i
d x y v x a v y a

=

 = − 
 
∑

其中， ( ),Cd x y 为 Manhattan 距离若 1p = ，论文主要
采用 Manhattan 距离。

定义 3：在 IS 中， x U∈ 在 A 上的 δ邻域为： ( ) ( ){ }, , ,A An x y x y U d x yδ δ= ∈ ≤ 

( ) ( ){ }, , ,A An x y x y U d x yδ δ= ∈ ≤ ，A 决定的邻域关系为： ( ) ( ) ( ){ }, , .ANR A x y U U d x yδ δ= ∈ × ≤ 

( ) ( ) ( ){ }, , .ANR A x y U U d x yδ δ= ∈ × ≤ 。

定义 4：在 IS 中， 0 1, , ,A C X Uβ α≤ < ≤ ⊆ ⊆ 则 X 关

于 A 的邻域概率下、上近似分别为：

( ) ( ) ( )( ){ }, / .AA
apr X x U p X n xα β δ

δ
α= ∈ ≥

( ) ( ) ( )( ){ },
/ .AAapr X x U p X n x

α β δ
δ β= ∈ >

定义 5：在 DS 中，0 1, , ,A C X Uβ α≤ < ≤ ⊆ ⊆ { }1 2/ , , , ,mU D X X X=  

{ }1 2/ , , , ,mU D X X X=  ，则 /U D 关于 A 的邻域概率近似精度为：

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

,

,

,

/
/ .

/

A C
A

A C

apr apr U D
r U D

apr apr U D

α β

δ δα β
δ α β

δ δ

=

定义 5 利用了邻域粗糙集和邻域概率粗糙集的上、下近

似进行定义。

3 基于邻域概率近似精度的属性约简

本小节主要在邻域概率粗糙集中利用邻域概率近似精

度，给出属性约简和属性重要度的相关定义，并构建了在宏

观高层的基于属性重要度的属性约简算法。

定理 1：以下两个条件等价：

（s1）
( ) ( ) { }( )

( ) ( ), ,/ / , ;A Ar U D r U D a Aα β α β
δ α δ−≠ ∀ ∈

（s2） ( ) ( ) ( ) ( ), ,/ / , .A Ar U D r U D A Aα β α β
δ δ′ ′≠ ∀ ⊂

证明：① ( )1 2s s⇒ 若 A A′∀ ⊂ ，则 a A A A′∃ ∈ − ⊂ ，s.t., 

{ }A A a A′ ⊆ − ⊂ ，由单调性知
( ) ( ) { }( )

( ) ( ) ( ) ( ), , ,/ / / .A AAr U D r U D r U Dα β α β α β
δ δα δ′ −≤ <

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ), , ,/ / / .A AAr U D r U D r U Dα β α β α β

δ δα δ′ −≤ < 。因此，
( ) ( ) ( ) ( ), ,/ / .A Ar U D r U Dα β α β
δ δ′ ≠ ，即 ( )1 2s s⇒ 

( )1 2s s⇒ 成立。② ( )2 1s s⇒ ,a A∀ ∈ ，设 { } ,A A a A′ = − ⊂ ，由 2s 知，

1s 成立。得证。

定义 6：设 ,A C⊆ ，且给定条件（s）: ( ) ( ) ( ) ( ), ,/ / .A Cr U D r U Dα β α β
δ δ=

( ) ( ) ( ) ( ), ,/ / .A Cr U D r U Dα β α β
δ δ= 。 若 A 满 足 条 件（s） 与（s1） 或 条 件（s） 与

（s2），则称为 C 的一个相对 /U D 约简，所有相对约简集

记为
( ) ( ),Re / .Cd U Dα β
δ 。

定义 7：若
( ) ( ) { }( )

( ) ( ), ,/ / ,C C cr U D r U Dα β α β
δ δ−≠ ，则称 c 在 C

中是必要的，否则是不必要的。C 中所有必要属性组成的集

合称为核，记为 ( ) ( ), / ,CCore U Dα β
δ ，即：

( ) ( ) ( ) ( ) { }( )
( ) ( ){ }, , ,/ : / / .C C C cCore U D c C r U D r U Dα β α β α β

δ δ δ−= ∈ ≠

定理 2： ( ) ( ), /CCore U Dα β
δ = ( ) ( ),Re /

.
CA d U D

Aα β
δ∈

 。

证明：①若 ( ) ( ),Re /
,

CA d U D
c Aα β

δ∈
∉ ，则 ( ) ( ),Re / ,CA d U Dα β

δ∃ ∈ ， 

使得 ,c A∉ ， ( ) ( ), /Ar U Dα β
δ

( ) ( ), / ,Cr U Dα β
δ= ， { } ,A C c C⊆ − ⊂ ， 

由 粒 化 单 调 性 知
( ) ( ) { }( )

( ) ( ), ,/ /C C cr U D r U Dα β α β
δ δ−= ， 故 ( ) ( ), /Cc Core U Dα β

δ∉  

( ) ( ), /Cc Core U Dα β
δ∉ ，因此， ( ) ( ), /CCore U Dα β

δ ⊆ ( ) ( ),Re /
.

CA d U D
Aα β

δ∈
 。

②若 ( ) ( ), /Cc Core U Dα β
δ∉ ，由定义 7 知，

( ) ( ) { }( )
( ) ( ), ,/ /C C cr U D r U Dα β α β

δ δ−= 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ), ,/ /C C cr U D r U Dα β α β

δ δ−= 。 A∃ ∈ ( ) ( ),Re /Cd U Dα β
δ ， { }A C c⊆ − ，使得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ), ,/ /A C cr U D r U Dα β α β

δ δ−= ，故 ( ) ( ), /Ar U Dα β
δ

( ) ( ), /Cr U Dα β
δ= ， 

故 ( ) ( ),Re / .CA d U Dα β
δ∈ 。由 { }A C c⊆ − 知， c A∉ ，从而 c∉  

( ) ( ),Re /
.

CA d U D
Aα β

δ∈
 。因此， ( ) ( ),Re /CA d U D

Aα β
δ∈

⊆

( ) ( ), / .CCore U Dα β
δ 。

综上①、②得证。

类似于经典情形，定义 7 给出了核的计算公式，定理 2

表明核在所有约简中，因此核可以作为构建属性约简的基

础。鉴于属性重要度是属性约简的重要启发度量，下面首先

利用邻域概率近似精度给出属性重要度的定义。

定义 8：设 ,a C A∈ − ，则属性 a 对于条件属性集 A 相对

于 /U D 的重要度定义为：

( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ), ,, , / /AA aSig a A D r U D r U Dα β α β

δδ= −


属性重要度表明了在属性集 A 的基础上通过增加属性

{ }a ，在增加过程中邻域概率近似精度的变化情况。表 1 为

一种基于属性重要度的属性约简的启发式算法，其中属性重

要度是用于属性增加的启发式搜索。
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表 1 启发式算法

算法 1  基于核的启发式属性约简算法

Input：决策表 ( ), , , ,DS U C D V f δ=  ，给定 ( ), ,α β δ

Output： ( ) ( ),Re / .CA d U Dα β
δ∈

步骤：

Step 1  计算 ( ) ( ), / ,Cr U Dα β
δ 设置 ( ) ( ), /CCore U Dα β

δ φ= .

Step 2  // 计算 ( ) ( ), /CCore U Dα β
δ

Step 3  设 ( ) ( ), /CCore U Dα β
δ φ=

Step 4  for c C∀ ∈  do

Step 5  计算 { }( )
( ) ( ), /C cr U Dα β

δ−

Step 6  if { }( )
( ) ( ) ( ) ( ), ,/ /CC cr U D r U Dα β α β

δδ− ≠  then

Step 7  ( ) ( ) ( ) ( ) { }, ,/ /C CCore U D Core U D cα β α β
δ δ=  .

Step 8  end if

Step 9  end for

Step 10  // Addition

Step 11  设 ( ) ( ), / ,CA Core U D CA C Aα β
δ= = −

Step 12  While ( ) ( ) ( ) ( ), ,/ /A Cr U D r U Dα β α β
δ δ≠ , do

Step 13  for ,ia CA∀ ∈  do

Step 14  计算 ( ), ,iSig a A D

Step 15  end for

Step 16  if ( ) ( )0 , , arg max , ,iSig a A D Sig a A D= ，then

Step 17  { } { }0 0,A A a CA CA a= = − ，计算 ( ) ( ), /Ar U Dα β
δ

Step 18  end if

Step 19  end while

Step 20  Return A

该算法基于邻域概率近似精度进行了求核计算。具体地，

通过逐个删除条件属性，计算邻域概率近似精度，通过收

集不相等的属性即得 ( ) ( ), /CCore U Dα β
δ 。在核基础上，采用属性

重要度 ( ), ,Sig a A D 进行启发式搜索，快速增加条件属性来获

得一个属性约简。具体地，步骤 11~18 循环增加属性直到

邻域概率近似精度值保持，其中主要加入具有最大属性重

要度的属性，以加速整个算法的收敛速度。

下面通过实例以有效说明邻域概率近似精度的启发式约

简算法 .

例 1：（如表 2）设 ( ), , , ,DS U C D V f δ=  ，其中 { }1 2 6, , ,U x x x=  
{ }1 2 6, , ,U x x x=  ， { }1 2 3 4, , , ,C a a a a= ，

{ } { } { }{ }1 2 1 4 6 2 3 5/ , , , , , , , 0.4, 0.3, 0.4.U D X X x x x x x x α β δ= = = = =

表 2 例 1 决策表

U a1 a2 a3 a4 D

x1 1 1 0.7 0.5 N

x2 0.8 0.9 0.6 0.5 Y

x3 0.5 0.9 0.5 0.5 Y

x4 0.3 0.7 0.2 0.2 N

x5 0.8 0.6 0.8 0.8 Y

x6 0.9 0.8 0.6 0.5 N

具体步骤如下：

①求 ( ) ( )0.4,0.3
,0.4 /CCore U D 。

( ) ( )0.4,0.3
,0.4

1/ ,
2Cr U D = ， ( )

( ) ( )
1

0.4,0.3
,0.4

2/ ,
11C ar U D− = ， ( )

( ) ( )
2

0.4,0.3
,0.4

1/ ,
2C ar U D− = ， 

( )
( ) ( )

3

0.4,0.3
,0.4

1/ ,
2C ar U D− = ， ( )

( ) ( )
4

0.4,0.3
,0.4

1/ .
2C ar U D− = 。

因为
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ /C C ar U D r U D−≠ ，

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ /C C ar U D r U D−=  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ /C C ar U D r U D−= ， ，  

。

所以 ( ) ( ) { }0.4,0.3
,0.4 1/CCore U D a= 。

②求属性约简集。

由 ① 得 到 ( ) ( ) { }0.4,0.3
,0.4 1/CCore U D a= ， 并 令 其 为 A，

( ) ( )0.4,0.3
,0.4 / 0.0000Ar U D = ， 因 为 ( ) ( ) ( ) ( )0.4,0.3 0.4,0.3

,0.4 ,0.4/ /C Ar U D r U D≠  

( ) ( ) ( ) ( )0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ /C Ar U D r U D≠ ，计算 { }( )

( ) ( )0.4,0.3
,0.4 / ( 2,3, 4) :

iA ar U D i =


： { }( )
( ) ( )

2

0.4,0.3
,0.4 / 0.0833,A ar U D =



 

{ }( )
( ) ( )

2

0.4,0.3
,0.4 / 0.0833,A ar U D =



， { }( )
( ) ( )

3

0.4,0.3
,0.4 / 0.0000,A ar U D =



， { }( )
( ) ( )

4

0.4,0.3
,0.4 / 0.1818A ar U D =



{ }( )
( ) ( )

4

0.4,0.3
,0.4 / 0.1818A ar U D =



，由此得到：

( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

0.4,0.3 0.4,0.3
2 ,0.4,0.4, , / / 0.0833,AA aSig a A D r U D r U D= − =



( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

0.4,0.3 0.4,0.3
3 ,0.4,0.4, , / / 0.0000AA aSig a A D r U D r U D= − =



( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )

4

0.4,0.3 0.4,0.3
4 ,0.4,0.4, , / / 0.1818.AA aSig a A D r U D r U D= − =



由此可知，A 更新为{ }1 4,a a 。

( ) ( )0.4,0.3
,0.4 / 0.1818,Ar U D = ，故 ( ) ( ) ( ) ( )0.4,0.3 0.4,0.3

,0.4 ,0.4/ / ,C Ar U D r U D≠ ， 

{ }( )
( ) ( )0.4,0.3

,0.4 / ( 2,3) :
iA ar U D i =



： { }( )
( ) ( ) { }( )

( ) ( )
2 3

0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ 0.5000, / 0.5000.A a A ar U D r U D= =

 

 

{ }( )
( ) ( ) { }( )

( ) ( )
2 3

0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4/ 0.5000, / 0.5000.A a A ar U D r U D= =

 

。

从而有：

( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

0.4,0.3 0.4,0.3
2 ,0.4,0.4, , / / 0.3182,AA aSig a A D r U D r U D= − =



( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

0.4,0.3 0.4,0.3
3 ,0.4,0.4, , / / 0.3182AA aSig a A D r U D r U D= − =



故 A 更新为{ }1 2 4, ,a a a 或{ }1 3 4, ,a a a 。

因为

( ) ( ) { }
( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) ( )
1 2 4 1 3 4

0.4,0.3 0.4,0.3 0.4,0.3 0.4,0.3
,0.4 ,0.4, , ,0.4 , , ,0.4/ / , / / .C Ca a a a a ar U D r U D r U D r U D= = ， 

所以约简集为 ( ) ( ) { } { }{ }0.4,0.3
,0.4 1 2 4 1 3 4Re / , , , , , .Cd U D a a a a a a= 。

4 结语
论文通过在邻域概率粗糙集中所构建的邻域概率近似精

度基础上，提出宏观高层的基于属性重要度的属性约简算

法，并通过实例对属性约简启发式属性约简算法进行有效

性验证。
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