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摘  要：均值不等式是不等式的一种特殊种类，在不等式中处于核心地位，均值不等式在和型、积型、分式型以及根式型

最值中可以使问题简单化。同时，在几何的问题上均值不等式也起到重要的作用。

Abstract: Mean inequality is a special kind of inequality, which is at the core of inequality, mean inequality can simplify the 
problem in sum type, product type, fraction type and radical maximum. At the same time, mean inequality also plays an important 

role in geometric problems.
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1 引言

均值不等式是高中数学必修 5 不等式部分的重要内容，

也是高考的考点之一，占有很重要的分值。深刻体会均值不

等式的含义，掌握相关的知识与技巧，是解决某些问题的工

具。不等式的题型多样，而均值不等式是解决问题的方法之

一，可以求解常见的最值问题。除此之外，了解不同类型最

值情况可以提升解题能力，并使之简便、快捷，而且在几何

和实际生活中有广泛的应用，对学生逻辑思维能力及实践能

力的培养有重要意义。

2 均值不等式的概念及证明

2.1 概念

如果 0, 0a b> > ，那么
2

a b ab+
≥ （当且仅当 ba = 时

取等号）。

2.2 几种变形公式

① ( )2
2 2

2
a b

a b
+

+ ≥ 。

②
2 2

2
a bab +

≤ 。

③
2

2
a bab + ≤  

 
。

④
2 2 2

2 2
a b a b+ +  ≤ 

 
。

⑤ ( )2 4a b ab+ ≥ 。

⑥ ( )2 0a b ab
b a
+ ≥ > 。

⑦ ( )
2 2 2 0, 01 12 2

a b a b ab a b

a b

+ +
≥ ≥ ≥ > >

+
。

当且仅当 ba = 时，以上各式中的等号成立。

3 均值不等式的应用
求解最值问题是均值不等式的核心问题，而最值问题的

形式多样化。其类型分为和型
bax
x

+ 的最值、积型 ( )ax c dx−

的最值、分式型
a b
x y
+ 的最值、根式型最值等类型。

在求解过程中需满足“一正、二定、三相等”，即：
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一正：各项式各因式必须为正数；

二定：必须满足“和为定值”或“积为定值”；

三相等：要保证等号确定成立。

3.1 和型
bax
x

+ 的最值

和型
bax
x

+ 的特点在于未知数处于首项和第二项分式的

分母上，这就在相乘时满足了“二定”的条件，在应用时可

采取加项变换的方法来配出 ax 与
b
x
乘积为定值，简便了运

算的过程，在出现类似的题型时可采用以上方法。

例 1，已知函数 ( ) ( )12 0
2 1

x
xf x x= + >
−

，求 ( )f x 的最

小值。

分析：满足和型
bax
x

+ 的特点，需 ax 项与
x
b
项的乘积

为定值，满足 2a b ab+ ≥ ，利用加项变换的技巧，在 x2 加

( )1− 配出 12 −x 项，再加上1，这样就可以使 12 −x 与
1

2 1x −
相

乘时将 12 −x 消去得到常数1。

解：因为 0>x ，所以 12 >x 故 012 >−x ，

所以 ( ) ( )

( )

1 12 2 1 1
2 1 2 1
12 2 1 1 3

2 1

x x
x x

x
x

f x = + = − + + ≥
− −

− ⋅ + =
−

当且仅当
12 1

2 1
x

x− =
−

，即 1=x 时等号成立，所以函数

( )xf 最小值为 3。

3.2 积型 ( )ax c dx− 的最值

积型 ( )ax c dx− 的特点是括号外和括号内有未知数，并

且括号里只有一项有未知数，所以在应用此类型时需注意有

无括号和未知数，在应用到解题中要观察未知数的系数是否

互为相反数，若不是则通过乘以或除以常数来构造成 ax 与

( )c dx− 的和为常数。

例 2，若
3
20 << x ，求函数 ( )xxy 32−= 的最大值。

分析：此题满足积型 ( )ax c dx− 的特点，解答时关键在于

构造条件，使其和为定值，通常要乘以或除以常数、拆因式

等方式进行构造， x 与 x32− 的和为常数，则需 x 乘以 3， 

使 ( ) 2323 =−+ xx 。

解：因为
20
3

x< < ，所以 0,2 3 0x x> − > ，

所以 ( ) ( ) ( )

( ) 2

12 3 3 2 3
3

3 2 31 1
3 2 3

y x x x x

x x

= − = ⋅ ⋅ − ≤

+ − 
⋅ = 
 

当且仅当3 2 3x x= − ，即
1
3

x = 时 y 有最小值
3
1
。

3.3 分式型 y
b

x
a
+

的最值

分式型 y
b

x
a
+ 的特点是有两个未知数且在分式的分

母上，在应用此类型时需注意未知数是否相同，并且

会出现未知数的系数不相同的情况，所以在解题中进行

( )yx
y
b

x
a

+⋅







+ ，之后进行展开就会出现

ay bxa b
x y

+ + + 的形

式，再结合 ( )2 0a b ab
b a
+ ≥ > 来求解就可以了。

例 3，已知 0, 0, lg 2 lg8 lg 4x yx y> > + = ，则
1 1

3x y
+ 的最

小值是（ ）

4.A           .2 2B            2.C           32.D

分析：满足分式型
a b
x y
+ 的特点，结合条件，一般进行

( )a b x y
x y

 
+ ⋅ + 

 
，然后先展开再利用均值不等式。

解：由题意可得： 3 3 2lg 2 lg8 lg 2 lg 2 lg 2 lg 2x y x y x y++ = + = = ，

所以 23 =+ yx ，据此结合均值不等式有：

( )

( )

1 1 1 1 1 1 33 2
3 2 3 2 3

1 3 12 2 2 2 2
2 3 2

x yx y
x y x y y x

x y
y x

   
+ = + + = + + ≥   

   
 

+ ⋅ = + =  
 

当且仅当 13 == yx 时等号成立。

综上可得
1 1

3x y
+ 的最小值为 2 ，故选C 。

3.4 根式型最值
根式型最值的特点是带有根式，在解题过程中一般根据

题目的条件来进行，遇见根号通常采用平方的形式，在这里

需结合均值不等式的变形公式
22

222 baba +
≤






 +

，在应用此

类型时要注意利用 ba ,和 ba , 来代替 a、b。

例 4，已知 a、 1,, =+∈ + baRba ，求 ba + 的最大值。

分析：属于根式型最值类型，利用均值不等式和

变 形 公 式
2 2 2

2 2
a b a b+ +  ≤ 

 
， 已 知 条 件 是 1=+ ba ， 而

( ) ( )2 2
a b a b+ = + ， 所 以 进 行 对 1 替 换 ≤







 +
2

2
ba

2
1

2
=

+ ba
就可以得出。

解：由
2 2 2

2 2
a b a b+ +  ≤ 

 
，可得：

2
1

2 2 2
a b a b + +

≤ =  
 

所以， 2
2
12 =≤+ ba ，当且仅当 ba = ，即

2
1

== ba 时， ba + 有最大值 2 。
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3.5 几何最值问题中的应用
均值不等式在几何中也有广泛的实用性，常常作为求几

何体的体积或者求平面图形的面积等相关问题。

例 4，把一块长为 a ，宽为 ( )bab > 的木板，它的两条对

边紧靠的两堵相互垂直的墙面，使地面，木板和两堵墙围成

一个直立三棱柱，问怎么围使体积最大？

分析：此类题属于求几何体的体积的类型，解此题根据

条件画出图形，由于不知道是长还是宽为地面的边，所以要

对长或宽作为地面的边分别进行讨论，再列出解析式结合均

值不等式来求最大值。

解：如图 1 所示，若长 a 地面的边，即 BC a= ，设

AC x= ，则 2 2AB a x= − 。

∵ CAAB −′− 是二墙面所成的直二面角

∴ AA′ ⊥面 ABC

∴ ABCV S C C∆ ′= ⋅

    2 21 1
2 2

AC AB AA bx a x′= ⋅ ⋅ = −

    ( )
2 2 2

2 2 2 21 1 1
2 2 2 4

x a xb x a x b a b+ −
= − ≤ ⋅ =

当且仅当 2 2 2x a x= − 即
2

2
x a= 时等号成立

∴ V 最大
21

4
V a b=最 大

当宽b 为地面的边时，即 BC b= ，同理
21

4
V b a′ =

∵ ba >

∴ V 最大 ( )2 21 1 1- 0
4 4 4

V V a b b a ab a b′ = = = − >最大

∴ V 最大
V V ′>最大

因此，当所围成的直三棱柱的底面是等腰直角三角形且

以 a 斜边，b 为棱柱的高时，直三棱柱的体积最大。

图 1

例 5，直线 l 过 ( )1,2M 且分别交于 x 轴、 y 轴正半轴

OBA ,, 为坐标原点，求 ABC∆ 面积最小时 l 的方程。

分析：此类题属于平面图形的面积的类型，求直线

的方程有两种方法，一是截距 1x y
a b
+ = ；二是点斜式

( )0 0y y k x x− = − ，再结合均值不等式来列出三角形的面积。

解法 1：（截距式）

设直线 l 方程为 ( )1 0x y a
a b
+ = > ，因为过点 ( )2,1M ，所

以
2 1 1
a b
+ = 。

则
2

ab
a

=
−

，所以可得：

1
2ABCS ab∆ =

( ) 2
2 21

2 2
a

a
− + 

= ⋅ − 
 ( )1 42 2 4

2 2
a

a
 = − + + ≥ − 

当且仅当
42

2
a

a
− =

−
时等号成立，即 4, 2a b= = 。

所以直线 l 的方程为 2 4 0x y+ − = ，此时 S 最小
4S =最小 。

解法 2：（点斜式）

设 ( )( ): 1 2 0l y k x k− = − < ，所以 ( )12 ,0 , 0,1 2A B k
k

 − − 
 

。

则： ( )1 1 1 12 1 2 4 2 4
2 2ABCS k k

k k∆
   = − − = − − + ≥   
   

。

当且仅当
14k
k

− = − 时，即
1
2

k = − 时等号成立。

所以直线 l 方程为 2 4 0, 4x y S+ − = =最小，S 最小 =4。

4 结语
了解均值不等式的概念和变形公式是进一步理解均值不

等式的基础，均值不等式常常以填空题和选择题的形式出

现，并且常常求解的是最值问题，常见的最值类型有和型、

积型、分式型和根式型，结合加项、拆因式、配凑等方法进

行解题，在求解过程中需满足“一正、二定、三相等”。均

值不等式的最值问题也会出现在几何和我们现实生活中，给

我们带来了很大的方便。
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