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摘  要：利用空间平滑处理方法能够解决相干信号的波达方向（direction-of-arrival，DOA）估计问题。论文提出一种基于均

匀圆阵的改进阵列结构，能够对相干信号进行 DOA 估计并得到二维估计结果。该改进方法是将一个均匀圆阵划分为两个完全

一样的半圆形子阵，并将这两个子阵首尾相连得到改进后的半圆阵。利用这种阵列结构，可通过空间平滑处理方法恢复信号

协方差矩阵的秩，即补全信号子空间，进而进行 DOA 估计。仿真结果表明，一个 L 阵元的子阵能够估计 L-1 组相干信号，同

时将该文所提算法与子空间分解类算法进行了实验对比。

Abstract:	The	preprocessing	scheme	of	spatial	smoothing	could	circumvent	problems	encountered	in	direction-of-arrival(DOA)	
estimation	of	coherent	signals.	 In	 this	paper,	we	propose	an	array	configuration	method	for	 identifying	DOA	of	fully	correlated	

signals,	which	is	based	on	uniform	circular	array	and	is	able	to	obtain	two-dimensional	estimation	results.	The	novel	array,	we	call	

“double	semicircular	array”,	 is	constructed	by	dividing	a	uniform	circular	array	into	two	identical	parts	and	then	combining	them	

end-to-end.	Through	spatial	smoothing	processing	of	data	utilizing	the	array	structure,	rank	loss	of	signal	covariance	matrix	will	be	

avoided	and	DOA	can	be	estimated.	Simulation	results	illustrate	that		subarrays	can	resolve		groups	of	coherent	signals.	Performance	

of	this	scheme	in	conjunction	with	the	eigenstructure	technique	are	also	described	in	it.

关键词：DOA 估计；阵列结构；空间平滑；MUSIC 算法

Keywords:	DOA	estimation;	array	configuration;	spatial	smoothing;	MUSIC	technique	

DOI:	10.12346/csai.v1i4.8165

1 引言
过去几十年中，天线阵列由于在波达方向（DOA）估

计、波束形成等领域具有卓越性能而受到广泛关注。包括

MUSIC、ESPRIT 等在内的众多 DOA 估计方法都能获得较

高分辨率的估计结果，但却无法估计相干信号的波达方向。

为了解决相干信号条件下的 DOA 估计问题，很多学者提出

了平滑处理方法，如空间平滑技术 [1,2]、子空间平滑技术 [3]、

时间平滑技术等。然而，这些算法仅适用于均匀直线阵，

由于直线阵的阵列性质，无法用来进行二维波达方向估计。

一些学者提出了基于高阶累积量和三阶循环矩的方法，但它

们所需要的快拍数相应增多，这就带来了较高的计算复杂

度。此后，有学者利用一些特殊的阵列结构来进行相干信号

DOA 估计。文章提出了一种通过 Toeplitz 矩阵重构来进行

相干信号 DOA 估计的类 ESPRIT 算法，但其估计性能仍有

待提升。此外，该算法要求天线阵元数量 2 1N P> + ，其中

N P， 分别是天线阵元数量和入射信号数量。

为了解决相干 DOA 估计问题，论文提出一种基于均匀

圆阵列的新型阵元配置方法，通过构造新阵列，利用 L 个

子阵进行 1L − 个相干信号组的 DOA 估计。

论文组织如下。首先，给出了一个信号模型，并证明

了利用半圆阵列可以正确地进行 DOA 估计。其次，展示了

多径环境中基于改进半圆阵列的 DOA 估计算法，并通过严

格的数学推导证明了其可行性。然后，推导了克拉美罗界

（Cramer–Rao，CRB）。最后，进行仿真并给出仿真结果，



37

Computer Science and Artificial Intelligence

对论文算法进行了总结。

在论文中， [ ]*• , [ ]T• 和 [ ]H• 分别表示共轭、转置和共
轭转置。

2 信号模型
假设一个均匀半圆阵由相同的 M 个全向阵元组成， M

通常是偶数。同时，假设坐标系的原点是均匀半圆阵的圆心，

也是整个阵列的参考点。可以看出，均匀半圆阵的阵列流型

与圆形阵列的阵列流型基本一致。去除均匀圆阵的最后一半

阵元，可以得到新阵列流型的表达式。图 1 是所得均匀半圆

阵的几何形状示意图。

图 1 均匀半圆阵示意图

假设有 K 个远场窄带独立信号源 1 2, , , Ks s s 入射至接

收阵列，其入射方位角为 1 2, , , Kφ φ φ 。那么接收信号 ix 可表

示为：

     ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

exp 2 sin cos
K

i i i i i i
i

x t s t j R n tπ θ φ γ λ
=

= − +∑  (1)

其中， 2i
i

M
γ π= ， λ 表示信号波长。

式也可以用矢量形式表示为：

                                 ( ) ( ) ( )t t t=x As + n  (2)
其中，

                 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , Mt t t t
Τ

=   x x x x
 (3)

                  ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , Kt t t t
Τ

=   s s s s
 (4)

                  ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , Mt t t t
Τ

=   n n n n
 (5)

             ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,K Kθ φ θ φ θ φ=   A a a a  (6)

( )tx 是阵列输出信号矢量， A 是 M K× 维的阵列流型

矩阵， ( )tn 是加性高斯白噪声矩阵。

( ),k kθ ϕa 表示第 k 个信号的方向矢量，可以表示为：

    
( ) ( ) ( )

( )

0 1, exp cos ,exp cos ,

,exp cos

k k k k

T

k M

w w

w

θ φ φ γ φ γ

φ γ

=  −   −    

 −  

a



		 (7)

其中， 2 sink kw j Rπ θ λ= 。

简化表示：

                            X = AS + N  (8)
假设信号和噪声都是平稳的零均值随机过程，噪声与信

号不相关，并且噪声之间也不相关，方差相同均为 2σ 。那么，

阵列输出协方差矩阵可以表示为：

          2H HE σ = = +  sR XX AR A I   (9)

其中， HE  =  sR SS 表示信号协方差矩阵。

假设信号是不相关或部分相关的，可以看出信号协方

差矩阵是非奇异的，因此矩阵 sR 秩为 K ，即非奇异。同

样的，矩阵 R 也是非奇异的。通过 R 的特征分解，相应

的特征值和特征向量可以分别表示为 { }1 2 Mλ λ λ≥ ≥ ≥ 和

{ }1 2, , , Mâââ  。上面提到矩阵秩的特点，实际上意味着
2

1 2K K Mλ λ λ σ+ += = = = ，并且这些最小特征向量与矩阵

A 的列正交，这可以表示为：

        ( ), 0, 1, ,H
k k k k K Mθ ϕ = = +âa   (10)

因此，由前 K 个特征向量扩展的子空间，也被称为信

号子空间，与由后 M K− 个特征向量扩展的子空间正交，

也就是噪声子空间。只要 sR 是满秩的，那些高精度的子空

间算法就可以利用这种正交性质来进行 DOA 估计。

因此，均匀半圆阵列能够使用这些子空间方法来进行

DOA 估计。图 2 给出了基于均匀半圆阵，使用 MUSIC 算

法进行二维 DOA 估计的估计结果。

图 2 二维 DOA 估计结果

[8阵元，信噪比10dB，3个独立信号分别从（-90° ,10°）、

（0°，50°）和（80°，90°）入射。]

3 使用改进半圆阵进行相干信号 DOA 估计
然而，实际环境中大多数信号是相干的，如多径传播，

这可能导致DOA估计分辨率降低、漏检等问题。不失一般性，

我们假设 K 个窄带信号 1 2, , , Ks s s 都是相干的。也就是说，

任意两个信号间都有唯一的幅度和相位关系，可用一个复系

数 kα 来表示：
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                  ( ) ( ) 								 1, ,k k is t s t i Kα= =    (11)

以第一个信号为基准对 kα 进行归一化，可得：

                          ( ) ( )1k ks t s tα=   (12)

若 ( ) 2
1 1E s t  =   ，将式代入式，可得：

           ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1, , , Kt t t tα α α
Τ

=   s s s s

 (13)

                                   RS=ααH (14)

                  R=ARSA
H+σ2I=AααHAH+σ2I (15)

其中 α [ ]1 2, , , T
Kα α α=á  。式可被改写为：

          

* * *
1 1 1 2 1

* * *
2 1 2 2 2

* * *
1 2

      

     
                           

   

K

K

K K K K

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

 
 
 =  
 
  

sR





  



 (16)

可以看出，如果有 K 个相干信号，则矩阵 sR 的秩为 1。

因此矩阵 R 为奇异阵且 2
2 3 Mλ λ λ σ= = = = 。这些相干信

号会导致信号协方差矩阵的秩缺失，使得信号子空间的维数

小于信号的数量，信号特征向量会“扩散”到噪声子空间。

因此，像 MUSIC 等基于特征分解的方法无法估计出相干信

号的实际波达方向。

考虑到这个问题，学者们提出了大量方法来解决信号

子空间秩亏问题。其中，空间平滑方法是解决相干信号

DOA 估计的一种重要算法，其最初由 J.E.Evans 提出，后经

S.U.pillai等人改进。关于均匀圆阵的去相关方法也有很多，

M.Wax 就提出了一种将均匀圆阵转换为虚拟均匀直线阵的

算法，以便使用空间平滑方法来解相干。后来，C.P.Mathews

在其他学者研究基础上，扩展提出使用均匀圆阵的二维

DOA 估计方法。在论文中，我们通过改变阵列排布，提出

一种新的解相干方法。

图 3 双半圆阵阵列结构图

将一个 16 阵元均匀圆阵划分为两个子阵，并将其像两

个字母“C”一样首尾相连，如图 3 所示。当 1 ≤ k ≤ 8 时，

上半个半圆阵的阵列导向矢量与式和一致。可以将下半部分

半圆阵看作上半部分的平移，类似的，第二个子阵的接收信

号矢量可以表示为：

                    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 11 2
2 2

, , ,

									=

T

M M Mt x t x t x t

t t

+ +
+ +

 
 
 

+

x

ADs n

 

	 (17)

其中 15M = 。需要说明的是，下标 1 表示上半部分子阵，

下标 2 表示下半部分子阵。矩阵 D 是一个对角阵，可表示为：

              { }1 2, , , Kdiag d d d=D   (18)

        [ ]d exp 2 sin 2cos 										 1,2, ,i i ij R i Kπ θ φ λ= =    (19)

因此，第二个子阵的输出协方差矩阵可以表示为：

                    2
2

H H σ= +sR ADR D A I  (20)

将整个阵列的输出协方差矩阵 R 定义为两个半圆子阵

的平均，即：

                   
21 2

2
H σ+

= = +s
R RR AR A I  (21)

其中 sR 表示修正信号协方差矩阵，可表示为：

                           
2

H+
= s s

s
R DR DR  (22)

在这种情况下，若只有一组相干信号，则矩阵 sR 是非

奇异的。下面给出证明。

定理：只有当子阵阵元数量大于相干信号组数时，信号

协方差矩阵是非奇异的。

证明：首先，假设 L 是子阵数，K 是相干信号组数，则：

                 ( ) ( )1 1

1

1 L
i H i

iL
− −

=

= ∑s sR D R D   (23)

其可以改写为：

        

*

1

1

1

1

L

L

L

L

−

−

          =            

s

s

s

IR
D

R I D D

R D

 



 (24)

也就是：

                           H=sR FF  (25)
其中，

             
L 11

L
− =  F C DC D C   (26)

                          H=sR CC 	 (27)

对比式和式，可以看出除了常系数略有差异，C 与 α 基

本相同，且无论 ( ) 2
1

 
  

E s t 是否为 1，都可以将 C 表示为：

                   C=cα                                             

                             [ ]1 2= T
K

c

c α α α

=Cá

   (28)

其中， c 是一个常系数。

                       ( ) 2
1c E s t =     (29)

将式和代入式可得：
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L 1

2 1
1 1 1 1

2 1
2 2 2 2

2 1

1
1

1

L

L

L
K K K K

d d d
d d d

c

d d d

c

−

−

−

−

 =  
  
  
  =   
  
    

F C DC D C

á
á

á

GV








    





	 (30)

分析式可知，对角矩阵 G 是满秩的，因此矩阵 F 的秩

取决于矩阵 V 的秩。不难发现，矩阵 V 具有范德蒙德结构，

其秩为 ( )min ,K L 。由于矩阵 sR 与独立信号入射时的协方

差矩阵具有相同结构，因此只要 sR 是非奇异的，就可以估

计出信号的实际波达方向。因此，为了能够在信号相干的情

况下使用特征分解类算法，矩阵 V 必须满秩，即 L ≥ K。

在上面的讨论中，我们将一个均匀圆阵拆分为两个半

圆阵，因此当 2L = 时这种阵列结构能够分辨出 1 组相干信

号。此外，若有 L 个完全相同的半圆形子阵，就可以分辨

出 1L − 组相干信号。

4 克拉美罗界推导
克拉美罗界是无偏估计量的最小均方误差，在参数估计

领域有着广泛的应用。考虑到二维 DOA 估计，我们定义了

参数矢量 γ=[θT,fT]T。似然函数由下式给出：

       
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2
0

1

2
2

1exp

MKR
MKR

R H

r
r r r r

σπ

σ

−

=

=
 
 
 

 
⋅ −  −   −     

 
∑



x As x As

  (31)

其中 R 表示快拍数。对其计算对数，可得：

      
( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2
0

ln ln

1 R H

r

MKR

x r s r x r s r

πσ

σ

−

=

= −

−  −   −    ∑ A A



  (32)

其关于σ 、 ( ) ( ){ }Ret ts s 和 ( ) ( ){ }Imt t
s s 的导数可

以分别写为：

     ( ) ( )
1

2 2 4
0

ln 1 R
H

r

MKR n r n r
σ σ σ

−

=

∂
= − +

∂ ∑

   (33)

       ( ) ( ) ( ) ( )*
2 2

ln 1 2 ReH T Hn r n r n r
s r σ σ
∂    = + =   ∂

A A A

  (34)

    ( ) ( ) ( ) ( )*
2 2

ln 1 2 ImH T Hi n r i n r n r
s r σ σ
∂    = − + =   ∂

A A A



  (35)

其中 0,1, , 1r R= − 。

为了计算
ln∂
∂ã


，可以先计算以下两个导数：

       ( ) ( ){ }
1

*
2

0

ln 2 Re
i

R
H

i
ri

s r d n rθθ σ

−

=

∂
=

∂ ∑

 (36)

             ( ) ( ){ }
-1

*
2

0

ln 2 Re
i

R
H

i
ri

s r d n rφφ σ =

∂
=

∂ ∑

	 	(37)

其中， i

Hdθ 表示矩阵 A 的第 i 列关于 iθ 的偏导数，同样，

i

Hdφ 表示矩阵 A 的第 i 列关于 iφ 的偏导数。当考虑所有 K 个
入射信号时，可得：

           ( ) ( ){ }
1

2
0

ln 2 Re
R

H H

r
s r D n rθθ σ

−

=

∂
=

∂ ∑

 (38)

           ( ) ( ){ }
-1

2
0

ln 2 Re
R

H H

r
s r D n rφφ σ =

∂
=

∂ ∑

 (39)

其中 0 1 1
, , ,

K
D d d dθ θ θ θ −

 =   ， 0 1 1
, , ,

K
D d d dφ φ φ φ −

 =   。

因此 ln 关于 ã 的偏导数可写为：

            ( ) ( ){ }
1

2
0

ln 2 Re
R

H H

r
s r D n r

σ

−

=

∂
=

∂ ∑ã


 (40)

其中，

                          D D Dθ φ =    (41)
根据公式可得：

                    
2

2 4

ln MKRE
σ σ

 ∂  =  ∂   



 (42)

        ( ) ( ) 1 2

T

H
,2

1 2

ln ln 2 Re r rE
s r s r

δ
σ

    ∂ ∂   =     ∂ ∂        

  A A  (43)

      ( ) ( ) 1 2

T

H
,2

1 2

ln ln 2 Im r rE
s r s r

δ
σ

    ∂ ∂   = −     ∂ ∂        

 



A A  (44)

       ( ) ( ) 1 2

T

H
,2

1 2

ln ln 2 Re r rE
s r s r

δ
σ

    ∂ ∂   =     ∂ ∂        

 

 

A A  (45)

       ( ) ( )
T

H
2

1

ln ln 2 ReE r
r σ

    ∂ ∂    =     ∂ ∂      ã
  A Ds

s
 (46)

        ( ) ( )
T

H
2

1

ln ln 2 ImE r
r σ

    ∂ ∂    =     ∂ ∂      ã
 



A Ds
s

	 (47)

( ) ( )
T 1

H H
2

0

ln ln 2 Re
R

r
E r r

σ

−

=

    ∂ ∂    =     ∂ ∂     
∑ãã

  s D Ds  (48)

Fisher 信息矩阵为 ( )E Τψψ ，因此克拉美罗界协方差矩

阵可写为：

                        ( ) 1
E

−ΤΩ = ψψ  (49)
其中，

( ) ( ) ( ) ( )T 2ln 0 0 1 1L R Rσ = ∂ ∂ − −  
ψ γs s s s

  (50)

根据式和，克拉美罗界可表示为：

 ( ) ( ) ( )
2 1

1 H H

0
Re

2

R

r
CRB r rσ −

−

=

 =  ∑γ As D P Ds  (51)

其中，

              ( ) 1H H−
= −AP I A A A A  (52)

5 仿真实验
论文将给出仿真结果，说明论文所提新阵列在使用特征
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分解类方法，特别是MUSIC算法时的 DOA 估计性能。

首先，考虑 3 个窄带信号以 75°、95°和 115°入射到

阵列。其中，前两个信号是相干的，另一个信号与前两者相

互独立。信噪比（signal-to-noise，SNR）为 0dB，快拍数为

1000。仿真使用一个 15 阵元的均匀圆阵构造新阵列结构，

其中每个半圆阵各含 8 个天线阵元。假设蒙特卡洛仿的次数

为 100 次。

图 4 为 DOA 估计结果的散点图，表明在使用改进的半

圆阵进行 DOA 估计时，即便相干和非相干信号混合在一起，

论文所提算法也能取得很好的估计性能。

图 4 独立与相干信号混合时 DOA 估计散点图

均方根误差（root	mean	square	error，RMSE）可定义如下，

它能够反映 DOA 估计算法的性能。

           ( )
1

2

0

1 ˆ
R

r
RMSE

N
γ γ

−

=

= −∑  (53)

其中， γ̂ 和γ为第 r 次 DOA 估计值和真值；N 为蒙特卡

罗仿真次数。

下面进行蒙特卡罗仿真实验。一个窄带信号从（80°，

50°）入射至接收阵列，该参考信号经多径反射产生了一个

相干的入射信号，入射角为（95°，40°）。这里，（a，b）

中 a 表示入射信号的方位角，b 表示俯仰角。

在上述条件下，DOA 估计的均方根误差与 SNR 的关系

如图 5 所示。这表明使用 MUSIC 方法进行 DOA 估计时，

均方根误差随着信噪比的增加而降低，因为当信噪比提高

时，噪声对 DOA 估计性能的影响减小了。此外，当信噪比

增加时，均方根误差越来越接近克拉美罗界。同样，如图 6

所示，均方根误差也会随着快照的变化而提高或降低。仿真

结果表明，论文所提算法在解决相干信号 DOA 估计问题的

同时，能够取得良好的估计性能。

图 5 相干信号条件下均方根误差随信噪比变化图

图 6 相干信号条件下均方根误差随快拍数变化图

6 结论
由于多径反射在实际环境中相当常见，在入射信号中

存在相干信号时，传统均匀圆阵等均无法正确进行 DOA 估

计。而通过将均匀圆阵进行拆分并重新排列，可以很容易地

利用改进后的半圆阵，并使用特征分解类算法对相干信号进

行 DOA 估计。此外，论文所提基于改进半圆阵的 DOA 估

计算法能够在不增加计算复杂度的情况下对相干信号进行

DOA 估计，同时实现接近克拉美罗界的均方根误差性能。
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