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摘  要：矩阵奇异值分解是在机器学习中广泛应用的算法，它不仅可以用于数据降维算法中的特征分析，还可用于推荐系

统中的数据处理，以及自然语言处理等领域。它是很多机器学习算法的基础。论文详述了矩阵奇异值分解的原理及发展历程，

基于该方法可构造相应的数据压缩算法，该算法具有一定的应用和理论研究价值。

Abstract: Matrix singular value decomposition is an algorithm widely used in machine learning. It can not only be used for feature 
analysis in data dimensionality reduction algorithms, but also for data processing in recommender systems and natural language 
processing. It is the basis of many machine learning algorithms. This paper describes the principle and development process of matrix 
singular value decomposition in detail. Based on this method, some corresponding data compression algorithms can be constructed, 
which has certain applications and theoretical research values.
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1 引言

Beltrami 在 1873 年发现了方阵的奇异值分解（Singular 

Value Decomposition，SVD），20 世 纪 30 年 代 Eckart 和

Young 将其推广到了长方阵，将 SVD 发展成为一个实际的

计算工具主要得益于 Gene Golu，文献 [1] 展示了 SVD 技术

的各种不同的应用。

SVD 的一个最直接的应用是计算矩阵乘积 TA A 的特征

值分解（eigenvalue decomposition，EVD），在主成分分析

（Principal Component Analysis，PCA）和密码分析经常遇

到这类问题。

现在大量的图像文件容量一般都比较大，图像文件的存

储和传输，在普遍的互联网环境下会产生比较大的影响。

采用数字图像的压缩技术可以从一定程度上解决这些问题。

目前比较成熟的图像压缩算法比较多，各种算法都有各自的

特点。

现在进行图像压缩，可以使用专门的图像压缩软件，但

是数据压缩效率不是很理想。实现数据压缩，需要在保证质

量的前提下进行。提高压缩效率，需要采用合适的方法，这

是很有意义的问题。现有的种类繁多的数据压缩编码方法，

都或多或少地存在一些自身发展的瓶颈问题，有必要开发新

的数据压缩编码方法。矩阵奇异值分解技术可作为一种不错

的选择，通过对矩阵的奇异值分解，可以把任意的矩阵降为

一种较小的可逆矩阵，然后再对可逆矩阵进行处理。利用矩

阵奇异值分解，可以实现减小矩阵的维度，减小表示原始矩

阵数据所需要的数据量，减小原始矩阵所占用的空间，从而

达到数据约简的目的。

2 EVD
定理 1  如果 A是一个实对称 n 阶方阵，则存在 n 阶正交

矩阵V 和对角矩阵Λ，使得 = Λ TA V V 。其中，V 的列是 A
的特征向量 ，它们构成 n 的一组标准正交基，Λ的对角元
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是 A的特征值， Λ TV V 称为 A的 EVD。

3 SVD
定理 2  如果 A 是一个 ×m n 实矩阵， ≥m n，则有

TA U V= Σ ，其中U 和 TV 是正交矩阵， Σ 是对角矩阵，即

=T
mU U I ， =T

nVV I ，U 是 ×m m 方阵，V 是 ×n n方阵，是

一个 ×m n 对角矩阵。 1 2 0σ σ σ≥ ≥ ≥ ≥ n ，σ i 称为 A
的奇异值，非零奇异值的个数等于 A的秩，如果 A是奇异的，

那么至少 0σ =n 。实际上，如果 A是“接近奇异”的，那么

它的部分奇异值很小。U 和V 的列分别称为 A 的左、右奇

异向量。
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则它的 SVD 为：
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0.7097 0.2640 - 0.1816 - 0.6273
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如上式所示， 3 4 0σ σ= = ，表明矩阵非满秩。

4 SVD 和 EVD 的关系

假 定 有 奇 异 值 分 解 = Σ TA U V ， 则 ( )( )T T T T T TA A V U U V V V= Σ Σ = Σ Σ 

( )( )T T T T T TA A V U U V V V= Σ Σ = Σ Σ ， ( )( )= Σ Σ = ΣΣT T T T T TAA U V V U U U 。由于 

Σ 是 对 角 矩 阵， 故 Σ ΣT 和 ΣΣT 都 是 对 角 方 阵，
T T TA A V V= Σ Σ 是 TA A 的 EVD， = ΣΣT T TAA U U 是 TAA 的

EVD。显然， A 的任何 SVD 中，右奇异向量（V 的列）是
TA A的特征向量，左奇异向量（U 的列）是 TAA 的特征向量。

可以证明 TA A和 TAA 有相同的特征值，具体过程如下：

证 明： 当 ( )m nA m n×∈ ≥ 时， 由 奇 异 值 分 解

= Σ TA U V 得 = Σ = ΣTAV U V V U ， 令 1 2( , , , )=  nV v v v ，

1 2( , , , )=  mU u u u ，则 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )= Σ n mA v v v u u u ，所以：

σ=i i iAv u  ， 1,2, ,= i n                              （1）

因 为 = ΣT T TA V U ， 所 以 = Σ = ΣT T T TA U V U U V ，

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )= Σ 

T T
m nA u u u v v v ，故：

σ=T
i i iA u v  ， 1,2, ,= i n                            （2）

由， ( )T T T
i i i i iA Av A u A uσ σ= = ， 再 由， 2( )T

i i i i i iA Av v vσ σ σ= = 
2( )T

i i i i i iA Av v vσ σ σ= = 。

同理 2σ=T
i i iAA u u ，这说明对称矩阵 TA A和 TAA 的特征

向量 iv 和 iu 分别对应着相同的特征值 2σ i ， A 的奇异值是对

称矩阵 TA A和 TAA 的非零特征值的平方根。

特别地，如果 A 本身是对称矩阵，那么 A 每一个对应

于特征值λ的特征向量也是 2 = =T TA A A AA 的特征值 2λ 的特

征向量， A 的左、右奇异向量和它的特征向量相同， A 的

奇异值是其特征值的绝对值，此时 A 的 EVD 和 SVD 本质

上是相同的，当 A 没有负特征值时完全相同。对任意 A，

TA A的 SVD 和 EVD 相同。

由 SVD 和 EVD 的关系知道理论上可通过形成 TA A，计

算 TA A的特征值和特征向量等一系列步骤得到 A 的 SVD。

实际上， A 中任何元素的误差在计算 TA A 时被“放大”，

造成大量的精度损失，应该避免 TA A 的计算 [2]。现在已有

快速的迭代算法，可计算精确度很高的奇异值和奇异向量。

SVD 的许多应用往往是较准确地计算 TA A的 EVD，具体步

骤如下：

算法 1  实矩阵 EVD 的计算方法

输入： ×∈ m nA 
输出： TA A的 EVD
算法：判断 A是否是对称矩阵：

如果是，则直接对 A 作特征值分解 = Λ TA V V ，返回
TA A（ 2A ）的特征值为对角矩阵Λ对角元的平方，特征向

量为V 的列，算法结束；

否则，对 A 作奇异值分解 = Σ TA U V ，返回 TA A的特征

值为 n 阶方阵Σ ΣT 的对角元，特征向量为V 的列 [3]。

5 关于奇异值分解的两个性质
若 ×∈ m nA  ，则有：

① 12
A σ= ；         

②
2 2
1 pF

A σ σ= + + 。

其中 min{ , }=p m n 。

证明：①由矩阵 2 范数定义， max2
λ=A ， maxλ 为 TA A

的最大特征值。因为 TA A的特征值为 2 2 2
1 2 pσ σ σ≥ ≥ ≥ ， 

σ i （ 1,2, ,= i n）为 A的奇异值，所以 2
1 12

σ σ= =A 。

② 由 奇 异 值 分 解 = Σ TA U V 得 = ΣT T TU AV U U V V ，

根 据 U 、 V 的 正 交 性， = ΣTU AV ， 两 边 取 F 范 数，
2 2
1

T
pFF

U AV σ σ= Σ = + + ，由 F 范数的正交不变性

可知
2 2
1

T
pFF

U AV A σ σ= = + + 。
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6 将 SVD 用于数据压缩

设 m nA ×∈ ，若有 A 的奇异值分解 = Σ TA U V ，令 iu 和

iv 分别为U 和V 的第 i 列，则 A 的奇异值分解可以表成正常

数σ i 和单位向量 iu 、 iv 的外积 T
i iu v 的乘积和的形式 [4]，即：

1

n
T

i i i
i

A u vσ
=

= ∑                              （3）
式可用图 1 形象地表示。

图 1 A的奇异值分解

令 σ= T
i i i iA u v ，则 1=

=∑
n

i
i

A A
， iA 是秩 1 的 ×m n矩阵，每

个 iA 仅用 +m n个位置来储存，将原矩阵通过秩 1 的外积矩

阵 T
i iu v 的形式表示出来可以节省存储空间 [5]。对于例 1 得到：

1 2 3 4
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13 14 15 16
17 18 19 20

0.0965
0.2455

53.5202 0.3945 - 0.4430   - 0.4799   - 0
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 − 
 = −
 
− 
 − 

( )

( )

.5167   - 0.5536
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0.0000 0.3165 - 0.0049   - 0.4017    0.8181   - 0.411
0.0313
0.3370
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 − 
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 − 
 + −
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( )

5

0.0164
0.5535

0.0000 0.6286 0.5477   - 0.7339   - 0.1753    0.3615
0.3377
0.4292

 

 
 − 
 +
 
 
 − 

  （4）

为了压缩数据，将较小的奇异值设置为零。如果仅使用

了 10 个奇异值，那么这个近似
10

1 1

n
T T

i i i i i i
i i

A u v u vσ σ
= =

= ≈∑ ∑ 。

可以把这个思想应用于图像压缩 [6]，假设原始图像大小为

500×500，需要 250 000 个数字来存储，将所有较小的的奇

异值设置为零，仅使用前 10 ∼ 20 个最大的奇异值便可得到

清晰度较高的图像。近似图像通过U 和V 的前 10 ∼ 20 列

以及对应的奇异值来重建，忽略剩下的项，因此图像仅需

10 000-20 000 个数字存储 [7]。

7 SVD 数据压缩算法的误差分析

若矩阵 A 的 SVD 为
1

k
T

i i i
i

A u vσ
=

= ∑ ，现定义一个秩 r 矩阵 

1

r
T

r i i i
i

S u vσ
=

= ∑ ，用 rS 去近似 A 将产生误差
1

k
T

r r i i i
i r

E A S u vσ
= +

= − = ∑ 

1

k
T

r r i i i
i r

E A S u vσ
= +

= − = ∑ 。

我们将 SVD 外积和形式表示的秩 r 矩阵 rS 产生的绝对

误差 abE 定义为：
2

1

k

ab r iF
i r

E E σ
= +

= = ∑                         （5）
相对误差 reE 定义为：

1
2

2

1

2

1

k

i
r i rF

re k
F

i
i

E
E

A

σ

σ

= +

=

 
 
 = =
 
 
 

∑

∑
                    （6）

8 数据仿真实验结果及分析
论文的实验在 MATLAB 软件环境下进行，我们选取一

张分辨率为 300 ×  533 ×  3 的 RGB 图片，经过图像类型变换，

转换成如图 2(a) 所示的灰度图像。

(a) 原始图像 (b) 矩阵分解后重构的图

像 ( k =30 时 )

图 2 矩阵奇异值分解的压缩效果示意图

将此灰度图作为原始图像。图 (b) 是经过矩阵奇异值分

解处理后重构的图像，观察可以发现，图像的轮廓已经比较

清晰了，这里我们从原始图像矩阵分解后的总共 300 个奇异

值中取其 1/10，即前 30 个较大的奇异值，而且随着 k 的增大，

图像的清晰度（保真度）会越来越高，同时我们根据压缩比

（压缩率）计算公式：

1

2
r

nC
n

=                                      （7）

其中， rC 表示压缩比， 1n 表示原始图像每像素的比特数，

2n 表示压缩后平均每像素的比特数。按（7）式计算得到 

rC = 6.3909，如果对图像质量要求不是很高采用基于矩阵

分解的压缩方法是可行的。

9 结语
矩阵奇异值分解技术有较为坚实的数学基础，是一个强

有力的数学工具，能够达到数据压缩的效果。该算法因原理
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较易理解，便于机器实现，且具有一定的精度，不失为进行

数据压缩的一种有效方法。

下一步的研究工作可以考虑研究矩阵奇异值分解算法的

运算速度，研究如何构造更快速的矩阵奇异值分解算法。该

算法仍有进一步改进和优化的空间，可以考虑在保证一定

精度和压缩比的前提下，进一步降低算法的时间和空间复

杂度。

还可以考虑将矩阵奇异值分解算法和常用的二维快速

Fourier 变换（FFT）编码、二维离散余弦变换（DCT）编码

和小波分析变换编码等图像压缩算法进行比较，研究它们数

据压缩原理的区别和联系，研究在相同的压缩比的条件下，

比较它们的数字图像压缩结果；可以研究在取得同样的数据

压缩效果的条件下，比较它们的压缩比的大小；可以将矩阵

奇异值分解算法的误差分析作为一个专题来研究，这是很有

意义的数值分析问题。
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